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SUGLI OPERATORI MONOTONI ED IL PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE

Siano € un aperto in R?, A(z) una matrice simmetrica a coefficienti variabili e misurabilisu Qe V : Q — R
una funzione misurabile. Supponiamo inoltre che A e V siano tali che ’espressione

Ve A(x)Vy de + / Vi dx
Q Q
¢ ben definita per ogni ¢, € Hg(£2), dove abbiamo usato la notazione
Vo - A@@)Vi = > dipaij(x)d;¢,
1<i,j<d
dove a;; sono i coefficienti della matrice A.
Data una funzione f € L?(Q) e una funzione u € H}(2), diciamo che u & soluzione dell’equazione
—div(A(z)Vu)+Vu=f in Q, ueHjQ).

in senso debole H', se
/ Ve A(x)Vudz +/ V(z)pudr = / f(z)pdr perogni € Hi(Q).
Q Q Q
Proposizione 1. Supponiamo che

Ve A(x)Vedz —|—/ V(z)p?dr >0 perogni ¢ € Hy(Q),
Q Q

con uguaglianza se e solo se ¢ = 0.
(a) Sewu e HYQ) & una soluzione di

—div(A(x)Vu) + Vu=f in Q, ue H)Q),

allora u é lunico minimo del funzionale

J(p) = %/Q (ch - A(x)Veo + V(x)goQ)dx -, f@)pde.

In particolare, la soluzione dell’equazione é unica.
(b) Sew € HE(Q) ¢ la soluzione di
—div(A(z)Vu) +Vu=f in Q, u€HQ),

con f >0 su, allora
u>0 su Q.

Proof. Per il punto (a), basta osservare che

J(u+ @) :J(u)+/

; (Vgo -A(x)Ve + V(m)goQ)dx.

Il punto (b) invece segue dalla disuguaglianza

I = s — ) 2 Su) 45 [

; (Vu, - A(z)Vu_ + V(a:)u%)dx O



